MECANICA ESTADISTICA
Fundamentos de Mecéanica Estadistica.

Problema 1. A temperatura finita 7" un semiconductor contiene electrones (banda de conduccién,
BC) y huecos (banda de valencia, BV) que, debido a sus bajos nimeros de ocupacién hasta la tempe-
ratura de fusién del material, pueden considerarse como gases ideales no degenerados (cuasiclésicos).
Asumase que el volumen del semiconductor es V' y que los electrones y huecos tienen la misma masa
efectiva, me = mjp = m. Los electrones de la banda de conduccién tienen, ademéas de la energia
de traslacién en el interior del semiconductor, una energia A correspondiente al gap entre la banda
de valencia y la de conduccién (Fig. 1), mientras los huecos tienen tnicamente energia cinética de
traslacién.

i) Calcilense las funciones de particién candnicas de los gases de electrones y huecos.

ii) Teniendo en cuenta que la aniquilacién de un electrén y un hueco libera una energfa A,

e+h=A

podemos considerar que la condicién de equilibrio termodindmico entre ambas especies es . =
—pp. Calcilense a partir de la energia libre de Helmholtz, expresiones para los potenciales quimicos
de ambas especies y obténgase la siguiente relaciéon para las densidades volumicas de equilibrio de

electrones y huecos ( n; = N;/V):
3
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Solucién:
Estadistica de Mazwell-Boltzmann (MB): Densidad de electrones y huecos en un semiconductor.

Podemos ver el semiconductor como una mezcla de gases ideales de electrones y huecos que, debido
a los bajos nimeros de ocupacién, pueden tratarse cldsicamente (limite diluido). Entre electrones y
huecos existe una reaccién ”quimica” de la forma

e+h= A
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Las concentraciones pedidas en el ejercicio son la concentraciones de equilibrio de ambas especies
(electrones y huecos). A T'y P constantes, las condiciones de equilibrio termodindmico implican que
AG = 0. A presién y temperatura constantes esto equivale a:

AG = ZVi/,&i = 0,

donde v; son los coeficientes estequiométricos de los reactivos y productos y p; sus potenciales quimi-
cos. Teniendo en cuenta que el potencial quimico de los productos de la reacciéon anterior es nulo, y
que v, = v, = —1 tenemos:

—pe — ph =0 & pre = — .

El potencial quimico de ambos sistemas se calculard a partir de las relaciones termodindamicas habi-

tuales: oF D1 Z
nZn
: <8Ni)T,V " ( ON; )5,\/

La funcién de particién candnica del gas de electrones en el limite clasico puede calcularse como

N. Lo N.
Iy = 2" 1 drdpefﬁHE(F’ﬁ)
N.! N! h? ’

donde el hamiltoniano de los electrones es

i
H.(7,p) = o +A.

Asi pues,
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Andlogamente podemos obtener la funcién de particién canénica en el limite cldsico de los huecos

(A=0):

N N
Iy = "1 drdpei,@% "
Ny! Np! h3

VNa 2mr\ *V/?
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Los potenciales quimicos de ambas especies son, por lo tanto:

Bue = —h’l’(/J(T,V)—f—ﬁA—f—the
Bun = —Iny(T,V)+InNp,

3/2
donde hemos introducido ¥(T,V) = % (2’”7”) y hemos utilizado la aproximacién de Stirling. La

condicién de equilibrio quimico conduce pues a:
Iny(T,V)—BA —InN, = —lny(T,V) + In Ny,

o lo que es lo mismo:

In(N.Np,) = 2lny(T,V) - A &
N.N,
o = (%55) ew-s0)



Problema 2. Determinar la funcién de particién de un gas ideal en el limite cldsico formado por N
particulas ultrarrelativistas contenidas en un recinto de volumen V' a la temperatura 7. El hamilto-

niano del gas es:
N
Hy = Cz 193]
i=1

donde c es la velocidad de la luz. Calcular la energia media y la ecuacién de estado del gas.

Solucion:
Gas ideal cldsico ultrarrelativista.

El hamiltoniano del gas es:
N
Hy =c) |7l
i=1

Como se trata de un sistema ideal, la determinacién de las propiedades termodinamicas del sistema
se reduce al cédlculo de la funcién de particion de una particula:

N
_ A
IN =N

Por su parte, la funcién de particion de una particula, z1, viene dada en la estadistica de Maxwell-
Boltzmann por:
T

drdp _sm,(vp)

e
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La integral en el médulo del momento se reduce a la funcién I' de Euler con el cambio Sep = a:
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La funcién de particion del gas sera, por lo tanto:

Asi:

no - 4[]

(a) Energia media: (ecuacién caldrica de estado)

_ 8anN_ - )
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(b) Ecuacién de estado: (térmica)
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Problema 3. Determinar la funcién de particién de un gas ideal clasico de N particulas de masa m
en un campo gravitatorio g contenido en una caja R de seccién horizontal A y cuyas caras inferior y
superior estan situadas en z = zg y z = zr,, respectivamente, con z, —z9 = L. Calcular la energia media
y el calor especifico. Obtener las ecuaciones de estado correspondientes a los parametros externos zg
y zr, e interpretar el resultado.

Solucién:
Gas ideal en un campo gravitatorio.

La obtencién de las propiedades termodindmicas del sistema implica el célculo de su funcién de
particion, y ésta a su vez implica el conocimiento del hamiltoniano de las particulas de gas:

N
H = > H
i=1
2
H;, = Pi + mgz;.
2m

Dado que nos encontramos con un sistema de particulas en interaccién débil e indiscernibles (ausencia
de localizacién) la funcién de particién del sistema en el limite de Maxwell-Boltzmann es Zy = z{¥ /N,
donde la funcién de particién candnica de una particula, z;, estd dada por

dr; L B ( rfi ergzi)
z1 ﬁ dple

1 L - _pp]
ﬁ/dxi/dyi/ dziefﬁmgzi/dpiefﬁ.
h o

A

La integral en las coordenadas x e y proporciona el area de la base, A, y por lo tanto

3
5= 2 (ammkaT) (e odmaee),

~ Bmgh®

:sz e—Bmgzdy
Z0

donde, nuevamente, el factor /2rmkgT procede de la integracién del momento de la particula (grados
de libertad traslacionales).

Para la obtencién de la energia media aplicamos las relaciones termodindmicas convencionales
_Bann _ NBInZi _

o8 T 9B

Tomando logaritmos neperianos en la expresion de la funcién de particiéon y derivando obtenemos

(B) =

5 mglL
siendo zj, — zp = L. Derivando nuevamente la expresion anterior con respecto a la temperatura se
obtiene (V=cte.& L =cte.)!:

c, - (3<E>) — O Nk — Nkp(BmgL/2)?cosech? ( 5
L

pmgL
oT 2
Como vemos, la capacidad calorifica del sistema incluye un término (%N kp) asociado al teorema de
equiparticién de la energia y una contribucién similar a la de un sistema con los grados de libertad
internos de un oscilador armoénico cudntico de frecuencia mgL/h.

1 e”® _ 1 2 _ 1
(e—1)2 = \e?/2_¢—/2 " 4cosech?(z/2)




Problema 4. Considérese un gas ideal paramagnético formado por N dipolos iguales de momento
magnético fi en el seno de un campo magnético B y en contacto con un termostato a la temperatura
T. Admitiendo que todos los grados de libertad del sistema se pueden tratar clasicamente, calcular
la imanacion por unidad de volumen M=N f£/V. Analizar los casos limite: (i) B grande y T baja,
(ii) altas temperaturas y campo débil.

Solucién:
Tratamiento cldsico del paramagnetismo.

Dado que estamos tratando un sistema cuyos constituyentes son idénticos, indiscernibles (no
localizadas) e independientes entre si, la funcién de particién canénica del sistema serd

1
ZN:ﬁZ{V,

donde, al tratarse de particulas no localizadas, es necesario introducir el factor N! para descontar
permutaciones de particulas indiscernibles. La funcién de particién candnica de una particula, zq,
es la integral al espacio fasico de una particula (posiciones, momentos lineales y orientacién de su
momento magnético)

z1 :/df-e_ﬂH”’(‘“’pi) :/Lqigpidﬂe_ﬁm(‘“’pi)
K3 h K3 )

donde el hamiltoniano de una particula con momento magnético ji; en el seno de un campo magnético
B es

Asi,
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De este modo, usando las relaciones termodindmicas convencionales:

oF Oln zy
o = (55), =7 (55,
(BuB)  cosh(fuB)BuB — sinh(SuB)
sinh(BpB) (BuB)?
B cosh(BuB) 1
- [Sinh(ﬂuB) - ﬁuB]
= = —pL(BuB)

donde hemos usado la funcién de Langevin, £(z) = cothz — %

Es también posible obtener este mismo resultado calculando directamente los valores medios de
las diferentes variables de interés, lo que en ocasiones resulta de interés cuando la funcién de particion
registra divergencias o indeterminaciones. Asi, en nuestro caso:

(-2
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= —kpTBp




Evidentemente, (1z) = (ity) = 0, por simetria, aunque es inmediato comprobarlo. Por lo que respecta
a la variable z:

[ dS2 cos fePrB cos?
<FLZ> = pcost = p f dQeBrBcosd 7

Haciendo el cambio de variable z = cos #, tenemos:

1 xr 1 xr

) = [, wePrBrdy p [, wePrBrdy
z B L COSs 1 - B —_— - B :
6;1% [eB/ B 9]71 eBu e—Bu
Luego:
1
(n2) = peoth(BuB) — 3B

Asi pues, tenemos:

() = pE(uB) = M =L L(puB).

Como vemos, el argumento de la funciéon de Langevin es el cociente entre la energia magnética
(ordenadora) y la térmica (desordenante):

uB
a=-—-.
kT

Precisamente el valor del parametro anterior es el que determina el comportamiento del sistema en
los casos limite:
(i) @ >> 1. En este caso:

y por tanto:
() =p & (M) =

En este limite se alcanza la imanacion de saturacién, estando todos los dipolos orientados en la di-
reccién del campo.

(ii) o << 1. En este caso el desorden térmico destruye, en parte, el orden introducido por el campo
magnético. Desarrollando la funcién de Langevin en serie de Taylor:

cotha =

2 3 2 3

(1+a+%+%+...)+(1—a+%—% )

l+ta+ 2+ )-(1-a+Q -2 1)
« (0%

2 2 2 2 2 1
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Luego:
N N 1 BuB N
M = — ~ _
oy = N VM{M 3} o




Problema 5. Cuando se hace girar un gas en una centrifugadora, las moléculas estan sometidas a
una fuerza centrifuga mw?r, siendo w la velocidad angular de la centrifugadora y r la distancia al
centro. Considerando el modelo del gas ideal monoatémico en el limite clésico, calcilese la densidad
del gas en funcién de su distancia al centro, p(r).

Solucién:
Gas en una centrifugadora.

La fuerza a la que se encuentra sometida una particula en el interior de la centrifugadora y su
energia potencial asociada son, respectivamente

1
F=muwlr =V({)=- /mw2rdr = fimw%z.

por lo que el hamiltoniano de la particula es:

En el colectivo canénico la probabilidad de que una particula del gas se encuentre entre 7; y 7; + dr;
Y Di ¥ Di + dp; es: -

N o o _sp} pme?ed Pridep;

P, Pi)dFidpy oc e 2 e 2 —

La densidad de probabilidad de la coordenada radial una particula estd dada por la densidad de
probabilidad marginal de esta coordenada, que se obtiene integrando en las demas variables del
espacio fasico la densidad de probabilidad total. En coordenadas cilindricas (prescindiendo ya del
subindice 4 en la coordenada radial):

— Ly 27 00 Bmw?r?
r [ dp;e” 2m do dze 2 Bmw?r?
1 0 O =
2

p(?ﬂ = ﬂ?’anT?

[dpse==m [27 a0 [ dz [T ridrie™

Teniendo en cuenta que
R

p anu:jRQ
/p(r)d?“=1:>W€ 2 =1
0

tenemos que la densidad de probabilidad de encontrar una particula a una distancia r del centro es:

T 7ﬁmw2 R2_12
p(r) = We 5 (R —r7)

a partir de la cual podemos calcular la densidad de particulas a una distancia r del eje de giro de la
centrifugadora como
N N w

n(r) = Vp(r) = Vama? Te

Problema 6. Para un hamiltoniano, H = Zf:Nl [a;p$ 4 b;q;], demuéstrese, usando el teorema de

equiparticion generalizado, que:
OHyN
< > = a(apd) = kT

OH N 5
<qz 94, > v (big]) = kp

Apliquese el resultado anterior para determinar el valor medio (H;) de cada uno de los siguientes
hamiltonianos:



(a) p:r+py+pz

pl+py+pz
(c) — LK (@4 p)
(d) H1 =cp=cy/p2 +p2 +p?

Solucién:
Consideremos un sistema de N particulas y Sy grados de libertad, cuyo hamiltoniano es de la forma:

SN
H =Y [ap +biq]]

i=1

En este caso, el teorema de equiparticiéon generalizado:

OH
<xz8x]> = kpT';; (1)
conduce a: o
<p13piv> =« <a,~pf‘> = kpT

OH N
i — bi 2 = krT
<q 6qi> v (big}) = kp

de donde se deduce que:

(Hy) = [aipf + big)] = Sy (a n 7) kpT

=1

La energia media por grado de libertad es:

1 1
e
a

(a) Para el primer hamiltoniano (particula libre en 3D)(a = 2, v = —o0):
2,2 4 .2
Dz + Dy +D 3
oy = (BTl TN 2y
(Hh) < 2m > 2P

(b) Particula en un campo gravitatorio (o =2, v = 1)

2 2 2
Dy + Py + Dz 1 5

(c) Oscilador aménico bidimensional (a =2, v = 2)

2 2
Py +D k
(H) = < o T3 +y2)> — %hpT

En coordenadas polares planas el hamiltoniano seria

U N
L=
2m  2mr? m

Aplicando el teorema de equiparticién tenemos

0H 2
ot = (05 ) = ()




2 2
- (2) (8- )
Con lo cual <kr2> = 2kpT y por lo tanto:
(Hy) = 2kpT
(d) Gas ultrarrelativista (pc > mc?):

Hy = cp = cy\/p3 + pj + p?

Aplicando nuevamente la versién generalizada del teorema de equiparticiéon tenemos:

2

- ()= ()
Opz P
2

- i) -(2)
Op; D

En general:

Luego:

Problema 7. Consideremos un gas formado por N particulas independientes que se desplazan en el
interior de un volumen V en equilibrio térmico con un foco a la temperatura T'. Supéngase ademas
que las particulas tienen los siguientes grados de libertad internos:

1. Sistema con numero finito de niveles de energia €, = ne, n =0,1,...,s.
2. Oscilador arménico tridimensional isétropo.

Suponiendo que los grados de libertad traslacionales y los grados de libertad internos estan des-
acoplados (aproximacién adiabdtica), y admitiendo que el movimiento de traslacién admite una des-
cripcidn clésica, calcilese la funcién de particion de cada particula y la del sistema global, y obténgase
la energia interna del sistema, la capacidad calorifica del mismo y la ecuacién de estado térmica en
cada uno de los dos casos anteriores.

Nota: Obsérvese que, debido a la independencia estadistica de los grados de libertad traslacionales
y los grados de libertad internos, las contribuciones de estos a la energia interna y a la capacidad
calorifica del sistema permanecen desacopladas.

Solucion:

i) Sistema con un numero finito de niveles de energia E,, = ne, n = 0,1,...,s (e.g. gas para-
magnético).
El hamiltoniano del sistema esta dado por:

N
H= Z H; + Hz; < (Interaccién debil)
i=1
donde el hamiltoniano de la particula i-ésima es:
Hi= Hi,trasl + Hi,int

2
p3
Hi,trasl = 9 .
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Dado que en este caso las particulas se desplazan en el interior del volumen V' y no se encuentran por
tanto localizadas, debemos considerarlas en principio indistinguibles. Asi pues:

N
Zi
ZN = NI %= FidrasiZiint

Como los grados de libertad correspondientes al movimiento de traslaciéon admiten una descripcién
clésica:

— dﬁ ) Vv omr 3/2

Zi trasl = /dri / 73’6 Bp;/2m _ -

h h 5

y la contribucién a la funcién de particion de la particula i-ésima de los grados de libertad internos
es:

s
B 1— efﬁ(s+1)e
Zie = e ke =
k=0

1—ePe
por lo tanto:

N 3N

v omm\ 2 [1— e Bls+Del™
v =i\ B

1—ePe
ii) Oscilador arménico tridimensional isétropo.
En este caso:

oo 0

o0
_ 3
Ziint = E g g e Bnetnytnat3)he ZpiyZy =

e~ 38w 1
ne=0ny,=0n,=0 (1 — ephe)’ - (eﬁhT'w - e*%>
Luego: N
ZN_ZN_vN<2m7r>34V T
h3NN! & 2 sinh (%)
Propiedades termodinamicas

Dado que la funcién de particién se puede factorizar en las contribuciones de sus diferentes grados
de libertad independientes

ZN = ZN,traSIZN,int

Consecuentemente, en la energia y la capacidad calorifica nos aparecera una contribucién indepen-
diente por cada una de estos grados de libertad:

<E> = — (aanN> _ (aanN,trasl> . (aanN,int>
9p N 9B N N

op
<E> = <Etrasl> + <Eint>
I(E)

e (49), - (5), (252,

or
Cy, =

v,trasl + C’c,int

Caso i) Sistema con nimero finito de niveles de energia €, = ne.

tras.
onZ 3g N(s+1) N
nsZyn S € €
E)=— = SNkpT —
(E) ( a8 )N 27 P Bl Z 1 T eBe—1
Dulong - Petit
3
C, =

2 _B(s+1)e
SNk _Npg Bt e e

Nkg (Be)? ePe
(efls+De —1)?

(1)
C, = Ot 1 ¢t — (grados de libertad independientes)
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Caso ii) Sistemas de osciladores arménicos tridimensionales.

__(fmZx) 3y, o i
(E) = ( 5 >N—2NkBT+2thcoth< 2)

3 3 2 1
= —Nkp — -Nkp (hwf) ———
2 4 sinh? (@)

Cy

Problema 8. Considérese un gas ideal de N particulas contenido en un volumen V a la tempera-
tura T. Demostrar, por medio de la colectividad gran candénica que la probabilidad de encontrar N’
particulas en un subvolumen abierto V' viene dada por la distribucién de Poisson.

Solucion:

El gas contenido en un subvolumen V' viene descrito por la colectividad gran-candnica:

1 1 /
_ BuN _—BH i (q,p)
PN (6,D) = i =ra o€ e N
N N'1E(B,pu,N')

donde 8 = 1/kpT y p son la temperatura y el potencial quimico del foco, en este caso del subsistema
V-V

La probabilidad Py de que el subsistema tenga N ' particulas en el subvolumen V' se obtiene
integrando a todos los posibles estados mecéanicos de las particulas la densidad de probabilidad gran-
candnica anterior:

dqdp / 1 N’ _pu_, dgdp
PN’:/?PN’(%Z’?N):N/!W/F € N?:

N’

PN 7 B,V
28,1, V")

2mm

Para un gas ideal la funcion de particién canodnica Zy es Zy = ﬁVN ( 5 y 2(8, u, V/) =

/ 3/2 /
exp {eﬁﬂv (Q”Tm) ] con lo cual, sustituyendo en la expresiéon de la probabilidad de tener N

)3N/2

particulas en el subvolumen V'

/

N
1 /9 3/2 /9 3/2
Py = il ePry (?) ] exp [—eﬁ“v (?) =
1 ’
= N")\N e~ (distribucién de Poisson)

’ 3/2 —/
donde \ = 1V (T) = N (ntmero medio de particulas en un gas ideal en la colectividad gran

candnica).
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Problema 9. Termodindmica de un gas de vortices. Los tubos de flujo magnético topolégicamente
cuantizado en un superconductor reciben el nombre de vortices, y permiten describir la fisica esencial
de estos materiales en estados mixtos en los que coexisten la fase normal y la superconductora. Un
modelo sencillo de vortices en acoplamiento critico los considera como un gas ideal clasico formado
por N vértices de radio v/2 y masa 7 contenidos en una caja bidimensional de drea A (N. S. Manton,
Nuc. Phys. B400 [FS] (1993), 624-632). Obténgase:

a) El drea excluida por vortice, calculando explicitamente el drea excluida por todos los posibles
pares de vértices del gas. Usese que en el limite termodindmico N > 1.

b) La funcién de particién canénica del gas de vértices y su energia libre de Helmholtz.

c¢) La ecuacién de estado térmica del gas de vértices, p = p(T, A, N).

(a) (b)

Figura 1: (a) Imagen de microscopia SQUID de barrido de vértices en un film de YBCO de 200 nm
de espesor (Rep. de F. S. Wells et al., Sci. Rep. (2015) 5 8677). (b) Representacién de un par de
voértices en un gas de vortices.

Solucion:

a) El drea que ocupa un par de vértices es a = 7(2R)?, lo que quiere decir que el drea total ocupada
por el conjunto de vértices del sistema es

N N(N -1
A, = <2)a:¥a:2ﬂN2R2:4ﬂ'N2

lo que deja un drea excluida por vortice a, = A, /N ~ 47 N.

b) La funcién de particién candnica del sistema de vértices independientes es:
Iy =4
NN

donde z; es la funcién de particion de un vértice, asociada en este caso a los grados de libertad
de traslacién del vértice en un drea A — a,,, por lo que:

d?*rd*p p?
zZ1 = / %)6_5m
De este modo, la funcién de particién toma el valor:
(A—4xN) (2mm\  (A—4xN) (272
h? B h? 15}
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y, consecuentemente,

IN = EN N 3

c) La ecuacién de estado térmica se obtiene de manera trivial a partir del resultado anterior
empleando la relacién habitual:

- 8£ — knT 8111ZN _ Nk‘BT
P==\oa),, "™ \Toa ),y A—4N

(A —4xN)N (W)N
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